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Tamm Arahgimin Sinir Degerlerinde Limit
Ibrahim Kusguoglu - Eytip Kamil Yesilyurt
Alaattin Altuntas - Mustafa Yagc1

Forumumuzda yapilan limit konulu ziimre sirasinda, yapilan arastirmalarda farkli
kaynaklarda farkli agiklamalarin oldugunu gorerek, konuya doyurucu bir agiklama
yapma ve birliktelik saglama amaciyla bulgularimizi istifadenize sunuyoruz.

1. Giris

Yazinin amacina ulagmasi icin okurun dncelikle asagida verilen OSS diizeyindeki
10 soruyu yanitlamasi gerekmektedir. Daha sonra yanitlarin1 bizim verdigimiz cevap-
larla kiyaslayarak, farklilik halinde ilgili agiklamalar1 okumasi onerilir.

Tamsayilar kiimesi Z, rasyonel sayilar kiimesi Q, irrasyonel sayilar kiimesi Q’, reel

sayilar kiimesi R ve tam deger fonksiyonu || || ile gosterilmistir.

Soru 1. lingx/; degeri i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

A) -0 B) 0 o1 D) +wo E) Yoktur

Soru 2. limInx degeri i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

x—0

A) —oo B) 0 o1 D) +oo E) Yoktur

Soru 3. lingﬁ degeri i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?
X X

A) —oo B) 0 0)1 D) oo E) Yoktur



Soru 4. lirrllﬁ degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
X—> X

A) —oo B) 0 o1 D) +oo E) Yoktur

Soru 5. ling x* degeri i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) —oo B) 0 O)1 D) +w E) Yoktur

Soru6.f:Z U R’ — R olmak iizere, f{x) = x* fonksiyonu veriliyor.
lir{l1 f(x)degeri i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) —o B) 0 0) -1 D) +w E) Yoktur

Soru 7. f: {1} = {2} olmak lizere bir y = f(x) fonksiyonu veriliyor.
lirrll f(x) degeri i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

A)0 B) 1 0)2 D) +o0 E) Yoktur

Soru 8. f:{1, 2, 3} — {2} olmak {izere bir y = f{x) fonksiyonu veri-
liyor. lirrll f(x) degeri i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur?

A)0 B) 1 C)2 D)3 E) Yoktur
10, xeQ
Soru 9. f(x)= {1, re(R-0)

seklinde tanimlanan bir f fonksiyonun x = 0 noktasinda limiti nedir?

A) —oo B) 0 O)1 D) +w E) Yoktur

Soru 10/ [0, 1] — R, f{x) = ||x|| fonksiyonu veriliyor.
lir% f(x)degeri kagtir?

A) -1 B) 0 0) 1 D)2 E) Yoktur

Sorularin ¢oguna, belki de tiimiine gbz ucuyla bakip, gayet kendinizden emin bir sekilde
icinizden kendi dogrunuzu sdyleyerek bunda tartisilacak ne var ki diye hayiflanmis bile
olabilirsiniz. O halde siz bu notu daha iyi okuyun.



Milli Egitim Bakanliginin ders kitabinda dogru ya da yanlis bir bilgi (baski hatasi gibi
kiigtik meseleler hari¢) bizler i¢in dogru kabul edilmesi gereken bir bilgidir. Burada sz
konusu olan durum tanim ve kabullenmelerle ilgilidir. MEB ders kitabindaki kabullen-
meleri (tanimlar1) biz 6gretmenler de kabul etmek durumundayiz aksi takdirde birlikte-
likten s6z etmek miimkiin olmaz ve hi¢bir zaman sonuglanamayacak tartigmalarla birbi-
rimizi yipratmaktan, 6grencilerimizin kafasini karistirmaktan baska bir sey yapmis ol-
mayiz.

Hepimizin bildigi gibi dogal sayilar kiimesi 0, 1, 2, 3, ... gibi sifirin da dahil edildigi bir
kiimedir. Oysa tiniversite camiasinda dogal say1 kiimesi denildiginde sifirin dahil edil-
medigini biliyoruz. OSYM soru hazirlarken de MEB miifredatinda dogru kabul edilmis
durumlar1 dikkate almaktadir. Diyelim ki OSS’de bir matematik sorusu, bilim camia-
sinda kabul edildigi sekilde soruldu ama ders kitabindaki bilgiyle de gelisti, OSYM nin
yapacagi ilk sey, s6z konusu soruyu iptal etmek olacaktir. En kotii ihtimalle MEB ya-
yinladig: ders kitabinin arkasinda duracaktir. Bu nedenle OSS sorularii yazanlar Milli
Egitim Miifredatin1 ¢ok iyi bilirler, tartismaya meydan verebilecek soru tiplerinden ka-
cinirlar. Ayni hassasiyet, MEB kitab1 yazar ve denetleme komisyonunda da olmalidir.
Milli Egitim Bakanlig1 ders kitabi yazarlarinin ve inceleme komisyonunun biiyiik so-
rumlulugu olduguna inaniyoruz...

Bir tanim yapilirken, 6nce genel durum diisiiniilerek tanim yapilir ve zamanla 6zel du-
rumlar da giindeme gelmeye basladiginda tanimlardaki eksiklikler varsa giderilir veya
ilave tanimlar yapilir.
°0 sayisi, dogal sayilar kiimesinin elemani1 midir, degil midir?”’

Iste bu bir kabuldiir ve sifir, ister dogal say1 kabul edilsin isterse edilmesin, her iki du-
rumda da matematik o bilgiye gore kendi iginde bir tutarlilik olusturur. ihtiyaca gore
belli bir amaca hizmet edecekse neyi ne sekilde kabul ettiginiz degil hedefiniz daha
onemlidir. Bir tanimin 6zel bir durumu kapsayip kapsamadig1 acgik olarak belli degilse
farkli kabullenmeler meydana gelebilir.

“Limit konusunda bir araligin sinir noktalarinda limit var midir, yok mudur?”’
Bu soruya verilen farkli cevaplar ve tizerine yapilan tartismalar MEB kitabindaki tanim-
la sonlandirilmistir. Bu tanim1 vermeden dnce, bu yazinin yazilmasina sebep olan bazi
kaynaklardaki baz1 bilgileri satirlarimiza tagiyacagiz.

2. Farkh tanimlar
Meslektaglarimiz tarafindan kaynak kabul edilen ve giivenilirligine inanilan bazi ki-
taplarda konuyla ilgili diisiinceler, noktasina virgiiliine dokunmadan asagida verilmistir:

Calculus / Thomas Finney / 1998 / 9.baski / Sayfa 79
v
y=\4—x2
-2 0| il
lim v4—x* =0,limv4—-x> =0
x—>-2" x—2"




Fonksiyonun x = —2’de soldan veya x = 2’de sagdan bir limiti yoktur. -2 ve-
ya 2’de iki tarafli bir limiti bulunmamaktadir.

Tek tarafli limitlerde Teorem 1°de verilen limit 6zelliklerinin hepsi bulunur.
iki fonksiyonun toplaminin sagdan limiti fonksiyonlarin sagdan limitlerinin
toplam1 gibi, Sanddvi¢ Teoremi gibi, polinom ve rasyonel fonksiyonlarin
limitleriyle ilgili teoremler de tek tarafli limitler icin gecerlidir.

Tek tarafli ve iki tarafli limitler arasindaki baglanti asagidaki teoremle veri-
lir (Ispat1 bu béliimiin sonundadir).

Teorem 5.

Tek Tarafli ve iki Tarafh Limitler

x, ¢’ye yaklasirken bir f(x) fonksiyonunun ancak ve ancak o noktada sagdan
ve soldan limitleri varsa ve bu limitler esitse bir limiti vardir.

lim f(x)=L < lim f(x)=Lve lim f(x) = L

Ornek 2. Sekil 1.27°de gosterilen grafik icin verilen asagidaki ifadelerden

hepsi dogrudur.

x=0’da lim f(x) =1,
x—1*

lim f(x) ve lil‘Ill f(x) yoktur.
x—=1" X—

L]

(Fonksiyon x = 0’1n solunda tanimli degildir.) ! \ -
x=1’de f{1) =1 oldugu halde lim f(x)= 0’dur. \\
x>l O .

lim f(x) =1 ve lim f(x) yoktur.
e o1 _ o 1.27 Omek 2'deki fonksivon grafigi
(Sagdan ve soldan limitler esit degildir.)

x=2de lirg f(x) =1,

11%1 f(x) =1,

}22) =2 oldugu halde lim_,, f(x)= 1dir.
x=3de lim /(x) = lim f(x) =2= lim /(x) = /3) =2,
x=4te f(4) # 1 oldugu halde }Lr? f(x)=1"dir.

}151 f(x)ve lrl_r)r41 f(x) yoktur.

(Fonksiyon x = 4’{in saginda tanimli degildir.)

[0, 4]’teki diger biitiin a noktalarinda f{x)’in limiti f{a)’dr.

Bu kaynak eser sonradan yazilmis bir¢cok Tiirk¢e kaynak esere ilham olmustur. Tartisma
meydana getiren bu durum fark edildiginde ise degerli matematik¢ilerimiz sorduklari
sorunun tartismasiz dogru cevaplanabilmesi i¢in tek tarafli limit (sadece sag veya sade-
ce sol limit) seklinde soru sormuslar ya da sorularinda siir degerleri kullanmamaiglardir.
Belki de giivenilirlik agisindan en dogrusu da budur. OSYM de gegmis yillarda bu du-
rumu igeren soru sormamistir.
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MEB Matematik Ders Kitabi1 / Mustafa BALCI - Ali Sait KARATAS -
Saadet TANRIOVER - Selahattin MEYDAN / 1993

Sayfa 111/ ... Tammm 1. 4 — R ve a € R olsun. @ noktasinin her § komsu-
lugunda A4 kiimesinin @’dan farkli en az bir elemani varsa, bu a noktasina A
kiimesinin y181lma noktasidir denir.

Ornekler
1.A={x= 1 : neN} kiimesinin yi1gi1lma noktasi 0 (sifir) noktasidir. 0 ¢ 4
n

2. B =[0, 1] kiimesinin her eleman1 y1g1lma noktasidir.

3. N dogal sayilar kiimesinin y1gilma noktasi yoktur.

Tanmmm 2. 4 < R ve /: A — R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir y1gil-
ma noktasi olsun. Terimleri A—{a} kiimesine ait olan ve a noktasina yakin-
sayan her (x,) dizisi i¢in elde edilen (f{x,)) goriintii dizisi ayn1 bir / sayisina
yakinsiyorsa bu / sayisina f fonksiyonunun a noktasindaki limiti denir ve
lvl_rg f(x) =1 seklinde gosterilir.

Bu tanimdan da anlasilacag: gibi, a limit noktasinin 4 tanim kiimesine ait
olma zorunlulugu yoktur. Fakat a, mutlaka tanim kiimesinin y1gilma noktasi
olmalidir.

Sayfa 115 / ... Sagdan ve soldan limit tanimlar ile limit tanim1 goz Oniine
alindiginda su sonug ifade edilebilir.

Bir f fonksiyonunun bir noktada limitinin var olmasi icin gerek ve yeter sart
o noktada sagdan ve soldan limitlerinin mevcut ve esit olmasidir. (*)

(*) sonucu bilingli veya bilingsizce mi bdyle yazildi, bilemeyiz ama bu ifade agik sec¢ik
“’sag limit ve sol limit olacak ve iistelik bunlar birbirine esit olacak’” anlamin1 tagimak-
tadir. Aksi halde yani sag limit veya sol limit olacak manasi ¢ikmayacagi ortadadir,
c¢linkii bu durumda ‘esit olacak ifadesi baya bir anlamsiz olmaktadir. Ayrica kitapta sinir
degerlerle ilgili bir tek 6rnek soru-¢éziim bulunmamakta, olanlarda da tek tarafli (sag
veya sol) limit sorulmustur.

Temel ve Genel Matematik / H.Hilmi HACISALIHOGLU - Mustafa
BALCI - Fikri GOKDAL / Cilt 1/ 1994 / 5.baski

Sayfa 221/ ... 2.2.3. Tanmm. 4 R olsun, V ¢ > 0 i¢in ¢’nin &€ komsulu-
gunda 4’nin a’dan farkli hi¢ olmazsa bir tane eleman1 varsa a’ya A’nin bir
limit noktasidir denir.

Sayfa 254/ ... Bir f fonksiyonunun a’da sagdan ve soldan limitleri varken
bu limitler esit ise f’nin a’da limiti vardir denir.




Bu kitapta donilistimiin sinyalleri artik daha agik goriilityor fakat yine de sinir noktalarda
limiti sormaktan ¢ekinildigi asagidaki soruyla goriiliiyor.

Sayfa 262/ ... Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
y) lim Jx

x—0"

MEB Talim ve Terbiye Kurulu onaylh Matematik Ders Kitabi / Prof.
Dr. H.Hilmi HACISALIHOGLU / Serhat yayinlar1/ 2001

Kitapta 6nemli bir degisiklik gbze ¢arpmiyor, goriintiide degisiklik géze carpsa da temel
icerik ayn1 ve ayni hassasiyetle tartismali sorulardan kaginildigin1 goriiyoruz. Yukarida-
ki kitaptan farkl algilanacak su ifadeyi aynen yaziyoruz:

Sayfa 74 / ... 1. Bir fonksiyonun bir noktada sagdan limiti soldan limitine
esit ise fonksiyonun bu noktada limiti vardir.

2. Bir fonksiyonun bir noktada sagdan limiti soldan limitine esit degilse,
fonksiyonun bu noktada limiti yoktur.

Genel Matematik / Mustafa Balci1 / Baler Yaymnlar1 / Cilt 1/ 2. Baski

Sayfa 87 / ... Eger f fonksiyonu sadece [a, b] araliginda tanimli ise x’in b’ye
yaklagmas1 sadece soldan miimkiin olacagindan

lim f(x) varsa lim_,, f(x)= lim f(x)
x—b~ x—b~
olur. Benzer olarak
lim f(x) varsa lim f(x)= lim f(x)

olur.

MEB Matematik Ders Kitabi /2001 / Erol BAKSI — Hasan KORKMAZ
— Ugur ADALIOGLU

Sayfa 59 / ... Araliginin ug noktalarindaki limiti

A. f:[a, b] = R, y=f(x) fonksiyonunun tanim araliginin ug¢ noktalarindaki
limiti arastirilirken:
i. a noktasinda limit, sadece sagdan limitle belirlenir.

lim f(x)= lim f(x)
ii. b noktasindaki limit, sadece soldan limitle belirlenir.
lirrbl f(x) = lirg f(x)

B. f:(a, b) — R, y = fix) fonksiyonunun tanim araliginin ug¢ noktalarindaki
limiti arastirilirken:
i. a noktasinda limit, sadece sagdan limitle belirlenir.

lim f(x)= lim f(x)
ii. b noktasindaki limit, sadece soldan limitle belirlenir.

lim /(x) = lim f(x)
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Ve boylece tartismaya son nokta acik¢a konulmus oluyor. Fakat kitapta sinir degerle il-

gili hala 6rnek verilmemesi bu da m1 sorusunu dogal olarak aklimiza getiriyor.

Simdi giriste sordugumuz sorularin bazilarinin ¢oziimlerini veriyoruz. Coziimiinii ver-

medigimiz sorularin yorumlarini size birakiyoruz.

Soru 1. lirr(}x/; degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) —oo B) 0 01 D) +o0 E) Yoktur

Goriis 1: f(x) =x fonksiyonu i¢in x = 0 kritik noktadir. Kritik
noktalarda bir fonksiyonun limitinin olmast i¢in sag limit ile sol
limit esit olmalidir. Sag limit sifirdir. x < 0 i¢in fonksiyon tanimli
olmadigindan sol limitten bahsedilemez.

y=vx

Goriis 2: Fonksiyonun tanim kiimesinden dolay1 sadece sag limit
vardir ve sifirdir.

Kompleks fonksiyonlarda limit, tiglincii goriis olarak Cege ziimre-
sinde glindeme gelmistir fakat miifredatimizin disinda oldugu icin
bu konuya deginmedik.

Soru 2. lirr(} Inx degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) —oo B) 0 o)1 D) +w E) Yoktur

y=1Inx

Coziim: 0 (sifir), fonksiyonun tanim kiimesine dahil degildir. Sag
limit —oo fakat sol limit yoktur.

Soru 3. lirr(}ﬁ degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
X—> X

--.:'--.._._‘_‘=-,,H‘\

A) —o B) 0 o1 D) +oo E) Yoktur

v
/ e

Coziim: Sifir, fonksiyonun tanim kiimesine dahil degildir. Sag li-
mit yok fakat sol limit sifirdir.

]




Soru 4. lirrllﬁ degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
-1 || x

A) —o B) 0 0)1 D) +w E) Yoktur _ >~

Coziim: 1 fonksiyonun tanim kiimesine dahildir. Sol limit yok, sag
limit 1 dir.

Soru 5. ling x" degeri i¢in asagidakilerden hangisi dogrudur? J
x> 14

A) —o B) 0 O)1 D) +w E) Yoktur
4

Coziim: 0 fonksiyonun tanim kiimesine dahil degildir. Sag limit 1, } 0
sol limit yoktur.

Soru6./:7 U R" — R olmak iizere, f{x) =x" fonksiyonu veriliyor. lirn1 f(x) degeri
icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

A) —o B) 0 C) -1 D) +o E) Yoktur

Soru 7. f: {1} — {2} olmak iizere bir y = f(x) fonksiyonu veriliyor.
lirrll f(x) degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

A)0 B) 1 C)2 D) +o0 E) Yoktur




Soru 8. /:{1,2, 3} — {2} olmak iizere bir y = f(x) fonksiyonu veriliyor.
linll f(x) degeri icin asagidakilerden hangisi dogrudur?

A)0 B) 1 02 D)3 E) Yoktur
0,

Soru 9. f(x)= { xeo
I, xeQ'

seklinde tanimlanan bir f fonksiyonun x = 0 noktasinda limiti nedir?

A) —oo B) 0 Q)1 D) o0 E) Yoktur

Soru 10/ [0, 1] — R, fix) = ||x|| fonksiyonu veriliyor.
ling f(x)degeri kagtir?

A)-1 B) 0 0)1 D)2 E) Yoktur

Gokhan Demir, Oktay Aykan ve Harun Kan hocalarimiza katkilarindan dolay1 tesekkiir
ederiz.
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